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Pe3ume

[use oBOT paja je a MpuKake OCHOBHE IOjMOBE TEOpHje BepoBaTHOhE Kao IITO Cy YCIOBHA
BepoBaTHoha, moTmyHa BepoBatHoha u bajecoBa hopmyrna, anu u keHe pa3HOBPCHE MPUMEHE Y
IpyruM Haykama. TOKOM wu3pane pajga KOpPUCTHIA caM 3BaHHUYHE MeTojae mpoHaheHe y
mutepatypu. Hajehu neo pajma umHe mpumepu M3 Tpakce TAe C€ BUIM KaKO ce Teopuja
BepoBaTHOhe YCHENIHO MpUMemYyje, HE caMO0 y MareMatuiy, Beh u y wuHpOpMaTHIH,
TeJIeKOMYHHKaIlMjaMa, TEOPHjU TOY3JaHOCTH, OWOJIOTHjU, MEIUIIMHH, a U Y CBAKOJIHEBHOM

KUBOTY.

Kwyune peuu: teopuja BepoBaTHohe, yciIOBHa BepoBaTHOha, MOTHyHa BepoBaTHOha, Bajecoa

¢dbopmyna, mpuMeHe BepoBatHohe



YBoa

VY CBakoJHEBHOM J>XHBOTY YECTO 4YyjeMO HCKa3e M THTama Koja y ceOu caapke pedyu
BepoBatHoha, maHca, MOTyhHOCT MiIH yuecTasocT:

— Merteopoutor kaxe n1a je BepoBaTHoha na he cyrpa magatu kuma 80%;

— Jlexkapu kaxxy na ce moBehasa yuecTanoct myiada Koju 000JbeBajy of paka ruryha;

— CtyneHT ce nuTa Ja i noctoju Mmoryhxoct na no6uje omeny 10, nako HUje MapJbUBO YUHO;

— [onutruap ce nuta uma i mance 1a he Ha n3dopuma 1a ToOeIM KHEroBa CTpaHka.

Teopuja BepoBaTHOhe je rpaHa MpUMEHEHE MaTeMaTHKE KOja HaM Jaje OJroBOpe Ha OBa, ald U
MHOTa Jpyra nutama. [louena je na ce pa3Buja y IIECHaeCTOM BEKy KaJia je jkeJba 3a Op30M U
JAKOM 3apaJioM HaBella MHOTE CTPAacTBEHE KOIKape M MaTeMaTH4ape Ha pa3MUIIbambe KaKo
Tpeba Ja urpajy u ynaxky HOBall M KOJIMKA je ’hHXO0Ba IIaHca Ja mooese.

3HauajaH JONPHUHOC TeOopHUju BepoBaTHOhe Nao je mtanujancku maremarudap Girolamo Cardano
CBOjHM J1eJIoM ,,O UIpU KOLIIKOM™ y KOjeéM HaBOJH pEe3yiTare 10 KOJHX je JIOIIa0 KAao U CaBeTe 3a
YCTEIIHO Bapame y Korkapckum urpama. Pierre de Fermat u Blaise Pascal cy cBojom npenrckom
pernraBany nmpooieM ,,lojesa yjiora” 4rja je cBpXa MOIITeHa Mo/iesia YI0KEHOT HOBIA IPUIMKOM
npekuaa komkapeke urpe. Christiaan Huygens u3naramy BepoBaTHOhE Jaje HAydyHU KapakTep, a
Jacob Bernoulli y cBom aeny ,,YMeTHOCT morahama” u3jiake JOTaIallmbe Pe3ysTaTe u JT0Kasyje
Heke 3HavyajHe TeopeMe. Abraham de Moivre yBoau mojam cinyuajuor nporabhaja mox Pierre Simon
Laplace y nmeny , Ananuthuka Teopuja BepoBaTtHohe” neduHuUIIE TOjaM MaTEeMaTHYKOT
OUYEKHBaa U JI0Ka3yje HU3 TBphema Koja ce y HeIPOMEHEHOM O0JIMKY KOPUCTE U JaHac.
Teopuja BepoBaTtHOhe ce masbe pasBHjasia Kao MYINTHAMCHMIUIMHApHA Hayka kopuctehu
pasnuuuTa 3Hama M3 JApPYrux obnactu. BpemeHoMm je 3ay3ena KJbydHy YIOTY y pelIaBamby

MHOTHUX Mpo0JieMa, a JaHac ce cMaTpa jeTHOM O/ Haj3HAaYajHUjUX TpaHa MaTeMaTHKe.



I'nasa 1. Teopuja BepoBaTHohe

1.1. OcHOBHM NOjMOBHM M KJIACHYHA 1eUMHUIHja BepoBaTHOhe

Cnyuajuu  ¢usuuxku excnepumenm (onum) je EKCIEPUMEHT YHJU C€ HUCXOJ HE MOXKE ca
cUrypHoihy npeaBUAETH U KOjU Ce MOXe MOHAaBJbaTH HeoTpaHdeH Opoj myTta. tberose ncxone
HA3UBAMO ejleMeHmapHum ooz2alajuma v 03Ha4aBaMo ux ca ®;, 1 € N. Ckyn cBUX elleMeHTapHUX
norabaja je cueypan doecahaj v npocmop ucxooa v o3HadaBa ce ca . CBaku MOJACKyI A ckyma
Q) nazuBa ce docahaj. CBu enemeHtapHu jorahaju o; KOju Cy €JIEMEHTH CKyma A 30BYy ce H
nosomshu ucxoou 3a norahaj A. bpoj moBospHHX mMcxona gorahaja A yjeaHO je W KapauHaITHU
Opoj (0poj enmeMenara) ckyma A, a o3HauaBamo ra ca |A|. Jlorahaju ce Hajuenthe obenexaBajy
BEJMKUM ciioBUMa jatunune. Hemoryh nmorahaj je norahaj koju Hema MOBOJBHUX MCXOAA M OH

MMa 03HaKy Mpa3Hor cKkyma 0.

Mepunuyuja: Hexa je Q= {0, 0z ...,0,}, nEN. V3mMumo 1ma cy CBH HCXOH

. . . . .1 .
JennakosepoBaTHu. Tama cBakom wucxony oj, raejel <j<n, nonemyjemo Opoj ~ Koju

1 . .
Ha3uBaMoO merosa BepoBaTHoha wu o3nauaBamo ca P(o;)) = —=. Ciaywajuom jnorabajy
n

A= {(DJ&’ (TR oajk} ,raejel1 <k <n, Ttama momesbyjeMO Kao HEroBY BepoBaTHOhy Opoj

|A| k
P(A) == H= ;

Oga geduHuIMja je TO3HATA MO HA3UBOM KildcuuHa Oeunuyuja eeposamuohe wnu Jlannacosa
Odepunuyuja eeposamnohe. YBeo jy je mapku3 Pierre Simon Laplace (1749 — 1827), dpanitycku
MaTeMaTuyap W acTpOHOM, Yy KIbU3H ,,AHaTUTHYKa Teopuja BepoBatHohe”, 1812. roamne.
Harnamagamo n1a je Beoma OMTHO 1a Cy CBH MCXOJH (Oj J€JHAKOBEPOBATHH J]a OMCMO MOTIIH Ja
npuMemyjemo JlammacoBy nedunuiujy Bepoatnohe. Y cynmpoTHOM, MOTIIM OMCMO MOTPEIINTH
Kao mo3Hatu (panirycku marematudap Jean le Rond D'Alembert (1717 — 1783) xoju je 1754.
roJuHe rmocmarpao jaBa HoBumnha u forahaj A ga je mano 6ap jeJHO MUCMO IPHU UCTOBPEMEHOM

Oaramy Tux HoBunha. OH je cMaTpao 1a je ckym cBux ucxoma Q = {0, 1, 2} 3ato mro je moryhe

Al _ 2

= —=.UB
R OBo

Ja majaHy JBa, jeJHO0 WK HHjeaHo nmucMo u 1a je A = {1,2} ognocHo aa je P(A) =

je ToTrpemiaH 3akjby4ak 3aTo INTO EJIEMEHTapHH HCXOJW y TPOCTOpy Hcxoaa €2 HHCY

JjeTHAaKOBEpOBAaTHH. YMECTO OBOT MPOCTOpa HMCXOoa Tpebayo je Ja mocMaTpa MpoCcTop MCXoaa

Q = {IIIL, 11T, T'TI, I'T} u porahaj A = {III1, I1I, ['TT} oxakie je P(A) = % = % .



Heka o1 o0cHOBHHX CBOjCTaBa BEpOBaTHONE Cy:
1.P(Q) = 1 (nopmupanocm);,

Jloka3: Axo je A curypan norahaj omanocHo A = Q u |Q| = n, n € N, Ha 0OCHOBY KJIacuyHe

nedunuimje Beposarnohe ciemu na je P(A) = % = E =

2.P(®) = 0;

Hoka3: Ako je A memoryh norahaj ogaocao A = @ u |Q| = n, n € N, Ha OCHOBY KJIacCH4YHE
nedunuimje Beposarnohe ciemu na je P(A) = % = % =0.

3. (VA) (P(A) = 0) (neneecamusnocm);

Hoka3: 1° Ako je A nemoryh norahaj omnocno A = @, onna je P(A) = 0 (cBojctso 2);

2° Ako je A # @, Heka je Taga Opoj MOBOJBHUX McXxo/a gorahaja A jennak k. Crnenu na je k > 0.
Kaxo je |Q| = n u Baxku na je n > 0 ciaequ P(A) = E > 0.

13 1°u 2° cnenu na je P(A) = 0.

4.P(A) + P(A) = 1, rae je A norahaj cynporan norahajy A, onHocHo A = Q\A.

Hoxka3z: Axo je |A| =k, u |A| =Kz, Baxkn najeky + kzx =nraeje | =n, n € N.

. — A Al _k kx
Cnenu na je P(A)+P(A)=ﬁ+ﬁzf+f=;= I.

5.P(AUB) =P(A) + P(B) -P(A N B) (adumusnocm);

Joxka3: O3naunmo ca k, Opoj moBospbHHX Hcxona jgorahaja A, ca kg Opoj MOBOJFPHUX HCXO/a
norahaja B, ca kap Opoj moBospbHHMX mcxona nmorahaja A N B, a ca k O6poj moBospbHHX HMCXOaa
norahaja A U B. Tazna, Ha ocHOBY (hopMmyuie 3a Opoj enemeHaTa yHHje ckynoBa A u B, Baxu na je

k =k + kg — kup, a kaxo je |QQ] = n cnenu 1a je:

P(A UB) = |A|;|Bl === XTI In_ p(A) + P(B) - P(A N B).

IMocnenquna: Heka cy norahaju A u B nucjynkrau. Taga je AN B = @, oqnocHo P(A N B) = 0.

Ha ocHOBY cBojcTBa aguTUBHOCTH ciieau 1a Baxku P(A U B) = P(A) + P(B).



1.2. Akcuome Teopuje BepoBaTHohe

Jla OucMo ce ymo3HalM ca aKCMOMATCKUM 3acCHHMBAaWmEM Teopuje BepoBaTHohe, Mopamo

Ne(pUHICATH jeIHY CTPYKTYPY Y OKBUPY IPOCTOPA €IEMEHTAPHUX HCXO/IA.

Jlegpunuyuja 1: Heka je S HerpasaH ckym u F Henpa3Ha ¢aMuiIgja oICKYIIOBa 01 S TaKBa Ja:
I U3 A € Fcienu A € F.

IT U3 Ay, A, € Fcnenu (A UA,) €F.

Tana je damummja F nowe ckynosa wimm aneebpa ckynosa. Axo je S = € mpocTop mcxoja

CIIy4ajHOT eKCIIepUMEHTa, Tana je F nowe cayuajuux oocahaja vmm aneebpa cayuajuux ooeahaja.
U3 nepunnnmje mospa ciene ocooune:

1°S, P eF.

2°U3 Ay, Ay, ..., A, €E Ferrenn (Aj U AU ... UA,) EF.

3° ®ammmja Fy = {S, @} je nosbe (Tako3BaHO TPUBHjATHO MTOJBE).

4° damumuja F, = {S, @,A, A}, rae je A mojackyt o S, je mosbe.

5° IlapTUTUBHU CKYT j€ MOJBE.

6° Heka je S Oeckonauan ckym (mpebpojuB win HenpeOpojus). @amunuja F; moackymosa ox S,

KOjU Cy KOHAYHU W YHMjH Cy KOMIUIEMEHTH KOHAYHH, j€ TI0Jbe.

7° Y ycnony Il y nedunuImju mojpa yMecTo yYHHjE MOXKE C€ y3eTH Ipecek, oJHOCHO ycioB II ce

Mosxe 3amenuTH ca [I' U3 A, A, € F cienu (A; N A,) €F.

Kpo3 teopeme koje ciene ynmoznahemo ce ca omnepaiyjama Koje ce€ MOTy BPIIUTH HaJ MOJbUMa U
HAaYMHMMA Ha Koje ce Mory (opMuparu mnossa nojiasehu ox oapehenux pammiauja moacKymnosa

JIaTOT CKyTa.

Teopema 1: Hexka je J Hempazan ckyn uHAeKca (KOHayaH Wi OeckoHauaH — MpeOpojuB MU
HenpeOpojuB) U Heka cy Fj, rine je j € J, nosba u3 ucror ckyna S. Taga Baxu Ja je U HHXOB

npecek F = N ¢ Fj= {A| A € Fj,j € J} nosse moxckynosa.



Jlokas: 1° Ako je A € F,onna A € Fj3acsej € J. Onapne Baku A € FjzsaceejEJman A €F.
2°Ako cy Ay u A, u3 F, ouna cy u A; u A, u3 Fj3a cBe j € J, omaxie je u (A; UA;)u3 Fj3a
cBe j € JomHocHO (A; U A,) €F.

13 1°u 2° cnienu 1a je F nosbe jep 3amoBosbaBa 00a yciioBa jata y aepuHUImju 1.

Teopema 2: Hexka je C mpousBoJbHa (haMuiInja mojackynoBa ckyna S. Tamga mocToju jeAMHCTBEHO
onpeheno muanmansao nosbe F(C) xoje canpxu pamunujy C 1 OHO ce Ha3MBa MOJbE TEHEPUCAHO
damumjom C.

Joxka3: ITaptutuBHM ckyn ckyna S je mosbe U oHo canpxu pamuminjy C. Heka cy Fi(C), j € J,
noJba koja caapxxe Gpamunujy C. Heka je F(C) = N ¢ Fj(C) muxos npecek. Ha ocnoBy Teopeme 1
cienu na je u F(C) mosee u ono cagpxku pamunujy C. [IpernocraBumo na F(C) Huje MuHMMAaIHoO
MoJbe HeTo J1a je To Heko Apyro noJbe F'(C). Mehytum, kako 6u tana u F(C) N F'(C) 6uno nosse
koje cagpxku pamunujy C u Baxu (F(C) N F'(C)) < F'(C), nobujamo xouTpanukumjy. Cnean na

je F(C) muanmanHo nosbe koje canpxku dpamununjy C.

U3 nedpununmje 1 ce yowyaBa ga ako je MpOCTOP MCXOJAa KOHA4aH, MPOM3WIA3H J1a je TO0Jhe
cilydajHUX jorahaja KOHaA4YHO W 3aTBOPEHO y OJHOCY Ha KOMIUIEMEHTE, NpeceKke M YHH]e.
OxaroBop Ha MHTame IITa C€ MEma Kaja mocMaTpaMo OSCKOHAaYaH MPOCTOP HMCXOAa M YHHUJY

peOpojuBO MHOTO TIOJICKYTIOBA Jaje HaM Ae(UHUII]a KOja CIIeIH.

Jegunuyuja 2: Heka je S nenpazan ckyn. @amunnja 4 nmoacKymnoBa o1 S 3a KOjy Baxu ycioB |
u3 aepuHUIMje mosba U ycuoB II* u3z A, Ay, ... € 4 ciequ (A; UA, U...) € 4 Ha3zuBa ce
0 — nose W ¢ — aneebpa noockynosa oa S. Axo je S = Q mpocTop ucxoaa, Tajaa je ¢ — nosse A4

noswe cayyajuux ooeahaja WM o — aneebpa ciyuajrux docahaja.



U3 nedunmnnmje ¢ — nosba ciene ocooune:

1°Se A4, 0eA

2° CBaKo G — MoJbe je M0Jbe, OOPHYTO HUjE TaYHO.

3° A= {S, 0} je 6 — moJbe (TaKO3BAHO TPUBHjATHO G — MOJBEL).
4° [lapTUTUBHU CKYTI j€ G — TOJbE.

5°Akoje @ c Bc Sonnaje 4, = {S, ®,B,B} ¢ — nosme.

6° Ako je S HerpeOpojuB ckym U _4 3 pamMuianja \eroBUX MOJICKYOBa S KOjU Cy MPeOPOjUBH UITH

YHjU Cy KOMIUIEMEHTH IpeOpojuBH, oHAa je 43 G — moJbe.

7° Y ycnosy II* y nedbuHHIMjU G — 1MOJba YMECTO YHHU]jE MOXE C€ y3ETH MPECeK, OJTHOCHO YCIIOB

IT* ce moxe 3amenutu ca 1" U3 Ay, Ay, ... € Acneqn (A1 N A, N ..) E A
Teopeme koje ciene 1 Koje HaBoAMM Oe3 JI0Ka3a, aHaJorHe Cy TeopeMama 1 u 2.

Teopema 3: Heka je J Henpasan ckyn unjekca u Fj, j € J, cy 6 — nmosba. Taza je 1 BUXOB Npecek

F=n]EJFJ:{A|AEFJ,_]EJ} G — IIOJBE.

Teopema 4: Hexka je C mpousBoJbHa (haMmuiinja mojackynoBa ckyna S. Tamga mocToju jeAMHCTBEHO

onpeheno muanmaito ¢ — nosse F(C) renepucano dpamunujom C.

Ja 6ucmo dopmanHo aeduHMCATHN 1M0jaM BepoBaTHOhe MOTpeOaH HAM je joul 1MojaM MEpJHUBOT

MIPOCTOPa KOjU YBOAUMO y NeUHHUIHM]H KOja CIICIH.

Hegunuyuja 3: Axo je S HeripazaH ckyn u 4 ¢ — noJse nojcKynosa ox S, ypehenu map (S, 4) je
Mepapus npocmop, a HErOBU €JIEMEHTU Cy Mepbugu cKynosu. Ako je S = €2 mpocTop ucxoaa

CIIy4ajHOT €KCIIEpUMEHTa, Taja je ypeheru map (2, 4) mepous npocmop cuyuajuux ooeahaja.



Jepunuyuja eeposamnohe: ®ynxumja P: 4 - R je seposamnoha Ha MEpIJBUBOM MPOCTOPY

ucxona (€2, 4) ako 3a10BosbaBa cieaehe Tpu akcuome:

Axkcuoma 1. P(B) = 0 3a cBaku norahaj B € 4.

Axkcuoma 2. P(QQ)=1.

Axcuoma 3. Ako cy Ay, Ay, ... €E_4 1 y napoBuMa Cy JMCJYHKTHH, OJHOCHO 3a pa3InyuTe j U K je
AiNAx=0,oumaje P(Aj UA, U ... )=P(A)) + P(Ay) + ...

VYpehena tpojka (Q2, 4, P) 30Be ce npocmop seposamnoha, a 6poj P(A) BepoBatHoha nmorahaja A.
OBa akcuomaTHKa je MO3HaTa Kao axcuomamuxa Konmoeoposa w motmde u3 1933. ronune.

Hedunncao jy je Benuku pycku matemarndap Auapen Hukonaesumy Konmoropos (1903 — 1987).
Ha ocHOBY HaBeieHHX akCHOMa MOT'Y c€ M3BECTH cienehe ocooune BepoBatHohe:

1° P(®) = 0.

2° KonauHa aguTUBHOCT — 32 Aj, Ay, ..., A, € 4 TakBe 1a 3a pasmuuute j u k je Aj N Ay =0

Baxku P(Aj UA,U...UA,)=P(A) +P(Ay) +... + P(A)).
3° P(B) + P(B) = 13acBako B€ 4.
4° U3 C c B cienu P(C) < P(B).
5°0<P(B)<13acBakoBE€ 4.
6°P(BUC)=P(B)+P(C)-P(BNO).
7° ®opmyna yKIbyunBamba U HCKIbYUHBaba
P(UI, A) = X1y P(A) - T sjken PAAAD) + Ti1<ickamsen PAIAKAR - .. + (-1)" P(A Ay Ay).
8 Cy0alMTUBHOCT WJIH JIeMa O TIPEKPUBAILY
P(Us; An) < X0 P(An).
9° HenpekuHOCT 0H03T0:
Axo je A; C A, c Az C...onaa je lim,_, o, P(Ay) = P(Up=; An) B HEIPEKUTHOCT OH03/10:
Axo je A; D Ay D Az ...onpaje lim,_, . P(A,) =P(N3=, An).
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Ca HexkuM oa OoBUX ocoOMHa cMO ce Beh cycpenu Kajga CMO HABOJAWIM OCHOBHA CBOjCTBA
BepoBaTHOhe Koja cy cieauia u3 kinacuune aedunuiuje BepoatHohe. Hamehe Ham ce nmutame y

KaKBOj Cy BE3W aKCHOMATCKa M KJIacu4Ha Aeuanirja BepoBatHohe. Baxku TBpheme:
3a kiacuuny neuHUIM]y BepoBaTHOhe Bake akcuoMe BepoBaTHOhe.

To ce BUAM U3 TOTA IITO HA OCHOBY KJIaCHUHE JIe(DUHUIM]e BEpOBAaTHONE BaXH:

1° 3a cBaku ciyvajan gorahaj A je P(A) === 0.

s 1=

2° Curypan norahaj uma BepoBatHohy P(Q) = E =1.

3° Ha ocHoBy nocienuiie cBojcTBa 5 3a aucjynktae aorahaje A u B je P(A U B) = P(A) + P(B).

Axcuomatrka KonMoropoBa je HEmpOTHBpeYHa IITO 3HAYM Ja ce KOpUIThemeM akcuoma He
MOTy JI0Ka3aTu ¥ HeKo TBpheme u merosa Heranuja. Mehytum, akcuomatuka Konmoroposa je
HENOTITyHa, OJIHOCHO M3 HAaBEJCHUX aKCMOMa CE€ HE MOXE M3BECTH CBako TBpheme U3 Teopuje
BepoBaTtHohe.

Jla O6ucMO mOKa3zaiaM HEMOTIYHOCT MOCMAaTpajMO EKCIIEPHUMEHT KOjU C€ CacTOju O]l jeIHOT

6arama Hounha. ITpocTop ucxona je Taga Q = {T, I1}, a moske norahaja je 4= {Q, @, B, B} rae
je B = {I} u B= {II}. Axo crasumo P(B) = 5, P(B) = 7, P(Q) = 1 u P(8) = 0 (mogen 1)
youaBaMo J1a Cy 3a/10BoJbeHe cBe akcuoMme Konmoroposa. Anu, ako craumo P(B) = %, P(B) = é,

P(Q) =1 u P(®) = 0 (monex 2), noHOBO Cy 3a/10BOJbeHE cBe akcrome Konmoropoga. [IpoBepom
nako yTBphyjeMo ma u cBaku apyru mozen oapehen ca P(B) =A, rie0 <A <1, P(B) =1 — A,
P(Q) =1 u P(®) = 0 (Mmozmen 3) Takohe 3amoBospaBa cBe akcuome Kommoropona. [Toctasspa ce

MUTamke KOJU OJ] HABEJCHUX MOJEJa OMHUCYje PEeaTHOCT, OJTHOCHO KOjJH O]l HhHX OJroBapa AaToM

: . . 1
eKCIepUMEeHTY. AKO je HOBYMh cuMeTpHruaH oHja je To Mozen | u tajma je A= 5 ¥ Mozieny 3.V

. 1
clly4ajeBUMa A # 5 HOBUYMNH y €KCTIEPUMETHMA Cy HECUMETPUYHHU.

OpaBne 3akJbydyjeMo Jla aKCHOMAaTHKa TEOpHje BepoBaTHONE HE Jaje MPaBUIIO 110 KOME Ce aTOM
ciyuajuom pnorahajy B mpuapyxyje BepoBatHoha P(B). Baxno je camo ma mpu u3BpIIEHOM
MPHUIPYKUBAEY MOCTYIaMO 0 MPAaBWIMMa MPOMUCAHUM y aKCMOMATHIXA M OH/Ja MOXKEMO Ha
OCHOBY BepoBaTHOha Hekux gorahaja ompehuBatu BepoBaTHOhe apyrux porabhaja, Koju cy of
3a[]aTHX CJII0KEHU]JU TI0 CBOM 3HAUYEHY U CTPYKTYPH.
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1.3. YcaosHa BepoBaTHOha

VY crydajHUM eKCepuMEHTHMa YeCTO Ce JellaBa Ja pean3aiuja jeHor qorahaja uma yTuiaj Ha

BepoBaTHOhy peann3oBama HEKOT Apyror jaorahaja. 30or Tora je moTpeOHO aAeduHKUCATH TT0jaM

yCIIOBHE BepoBaTHONeE.

Hegunuyuja: Hexa je (2, 4, P) mpoctop BepoBatHoha u Heka je A € 4 ciydajan noralaj Takas

na je P(A) > 0 u B € 4 npousBossan ciyuajan gorahaj. BepoBarnoha peanuzoBama gorahaja B,

C . P(ANB)
IOJT YCJIOBOM Jla c€ peanmn3oBao jgorahaj A, je Opoj —————

p(a)  KOJH O3HAYaBaMo ca P(B|A).

Teopema koja ciiesin HaMm TIOKa3yje Ja Cy U yCclIoBHE BepoBaTHOhe BepoBaTHOhE, OJTHOCHO J1a U 32

IbUX Ba)KE aKCMOME TeOpHje BepoBaTHOhe.

Teopema: Heka je (Q2, 4, P) mpocrop BepoBatHoha, A € 4 u P(A) > 0. Taxa Baxu:
1° 3a cBako B € 4 je P(B|A) = 0;

2°P(QA) =1;

3°3a By, By, ... € 4 u3acse pasnuunre j u k je B; N By = @ Baxu

P(U;o=1 Bn|A) = Z;o=1 P(Bn|A)

[Joxka3: 1° P(BJA) = % > 0 jep je Opojuiall HEeHETaTUBAH, @ UMEHUIIAIL j& TIO3UTHUBAH.

PQNA) P(A) _

2°P(QIA) = ) A

P(Up=1BnnA) _ P(UpZ;(BnnA)) _ Yp,P(BnnA)
P(A) P(A) P(A)

3° P(U ?1o=1 Bn|A) = = Z;o=1 P(Bn|A)

CBe ocobune BepoBaTHOhe MOTY Ja ce IpeHecy U Ha yclioBHe BepoBaTHOohe. Heke o mux cy:

1°P(@|A)=0.

2° U3 C c B cnenu P(C|A) < P(B|A).

3° P(B|A) + P(B|A) = 1 3a cBako B € 1.

4°0 < P(B|A) < 13acBako B € 4.

5°P((BUC)|A) = P(BJA) + P(C|A) -P((BN C)|A).

6" Ako Ay, ..., Ay € Au3acsej #kje Aj N Ay = @ oHma Baxu 1a je:

P((A; U ... U Ay)|A) = P(A1|A) + ... + P(A4|A).
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1.4. llornyna BepoBatHoha u bajecosa ¢popmy.ia

Heka mucjynktau nmorahaju Hi, Hy, ... , Hy, n € N uune nomnyn cucmem oocahaja. Ilon tum
nojapasyMeBaMo Ja 3a cBe pasznuuure ju k, 1 <j<nwu 1 <k <n Baxu na cy gorahaju H; u Hy
mucjyHkTHU ¥ 1a je Q = H; U Hy U ... U H,. Heka je A Heku norahaj u3 mpocropa ucxona €2.
BepoBarnohe P(Hi), 1 <i < n HasuBamo anpuopHne eeposammnohe, a BepoBatHohe P(AJH;)
HazuBaMo anocmepuopne seposamnohe. Jlorahaje H;, Ho, ... , H, Ha3uBamo xunomese.
P(A)=P(ANQ)=P(ANn(H,UH,U ... UH,))
P(A)=P((ANnH;))U (ANHy) U ...U (AN H,)), a npema nocieauin CBOjCTBa 5 BaXKH:
P(A)=P(ANnH;))+P(ANnH;)+..+P(ANH,)
P(A) = P(Hl)P(Alljll) +P(H2)P(A[Hy) + ... + P(Hy)P(AH,) = E‘l P(H;) - P(A[H;).

i=

®opmyny P(A) = ' P(H;) - P(A|H;) HazuBamo gpopmyna nomnyne eeposammohie.
i=1

AKO je TO3HATo /1a je eKCIepUMEHT M3BEICH U Jia ce ocTBapuo jaorahaj A, oHIa ce 3a CBAKo ],
1 <j <n, ycinoBHa BepoBaTHOha xunorese H; mpu ycioBy A oapehyje popmymnom:

PH;NA) P(H;) - P(A[H;))

PH;IA)= P(A) P(Hy) - P(A[Hy) + P(Hz) - P(A[H2) + ... + P(Hn) - P(A[Hp)

Hobujena ¢opmyna ce HasuBa bajecoBa dopmyna. [loka3zao jy je €HIVIECKM MaTeMaTudap
Thomas Bayes (1701 — 1761). OBa ¢opmyna je KopucHa aKo IMOCMaTPaMo T0jaBy 3a KOjy HICMO
CUTYPHH KOju 0J1 n Moryhux y3poka je nzasusa. [lomohy me MoxeMo 1a ogpeaumo BepoBaTHOhy

J1a je HeKH OJ1 THX n MOTyhHX y3poKa 3ampaBo MpaBH y3pOK IMOCMATPaHE I0jaBe.
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I'naBa 2 . [lpumena BepoBaTHOhe y pa3iu4UTUM JMCUMININHAMA

2.1. [Ipumepu U3 CBAKOHEBHOT KUBOTA

Ipumep 1: OnpearMo y KOM OAHOCY Tpeda MOJENIHUTH YIIOT aKo je y TPEeHYTKY Kaja je urpa
MpeKUHyTa urpady A 10 nmodene HeJAOCTajasio TPU MOeHa, a urpayy B dyetupu moena. [Tobena y
HEKOj O] MapTHja UTpe JOHOCU Urpady jenaH nmoeH. CMartpa ce 1a Cy Urpadd paBHOIPABHHU.

Pememe: OBO je jeman ox mpobiema O TPaBUIHO] TOJENM YJora Kojuma cy ce OaBHiu
matemarnuyapu Pierre de Fermat u Blaise Pascal. Onu cy cmarpanu na ymor Tpeba MOJeNnuTH
cpa3mepHO BepoBaTHOhama mobena urpaya A u B y ciaydajy aa ce urpa HacraBu. J{o xpaja ce
MOYXe OXMrpaTH Hajemie jom 4 + 3 — 1 = 6 mapruja te urpe. IIpoctop mcxozna 3aro uma 2°
eJIieMeHaTa jep je y CBakoj 0oJ 6 MOTEHIMjaTHO OJUTPAHUX MapTHja MOTA0 J1a MoOeAH jelaH Of
urpada, wm A nmn B. Bpoj nososshux nexona 3a urpaa A je (§) + (5) + () + (§) = 42
onHOCHO wrpad A moOehyje kama y HU3Yy o4 6 MOTEHIMjaTHO OJUTPAHHMX MapTHja urpady B
no0Oeu pesioM y HyJla, jeHOj, ABE WK TPH MapTuje. AHAIOTHO ce A00uja 1a je Opoj MOBOJBHHUX

ucxoza 3a urpada B jegnak (g) + (i) + (g) =22. OnaBne je BepoBaTHOha 1a OM y HACTABKY UTPE

. 42 21 . . 22 11
mobenno urpad A jemHaka = 3y MoK je BepoBaTHoha nma 6u mobenno urpad B jegHaka Pyt

OJIaKJIe CIIeN Ja yIoT Tpeba moaenuT y ogHocy 21 : 11.

IIpumep 2: [To aTieTckoj cTa3u TpUM MIECT MOJjEAHAKO YCTICITHUX aTJIeTUYapa Ynju Cy JPEeCOBU

o3HadyeHu Opojeuma 3, 5, 7, 11, 13 u 17. Ogpenumo BepoBaTHOhY:

a) norahaja A — na he g0 nusba npBu cTuhu ataeTHyap YKju je Apec O3HaYEH MPOCTUM OpojeM,

0) norahaja B — na he 1o nuspa npBu ctuhu atneTnyap 4uju je Apec O3HaueH MapHUM OpojeMm.
Pememe: Kako cy arnetnuapu mojjjeJHaKo yCIEIHN CIIEAN Ja je BepoBaTHONhA 1a CBaKH O/ BbUX
MIPBH CTUTHE JI0 [IWJbA jeIHAKa % .

a) Kako cy cBu apecoBu 03Ha4eHH MPOCTUM OpojeBHMa TO YBEK Ha I[UJb MPBU CTHIKE aTIETUYAP

KOjU MMa Jpec O3Ha4YeH MPOCTHM OpojeM, OJHOCHO TO je curypal jaorahaj u 3aro je TpakeHa
BepoBatHoha jennaka P(A) = 1.

6) Kako cy cBu apecoBu o3HaueHH HemapHUM OpojeBHMa TO je Hemoryhe aa Ha HUJb MPBU
CTHTHE aTJIETHYap KOjU MMa JApPec O3HauYeH MapHuUM OpojeM, OHOCHO To je Hemoryh morabhaj u

3aTo je TpakeHa BepoBaTHOha jeqHaka P(B) = 0.
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IIpumep 3: YoBek mma 5 kibydyeBa O] KOjUX CaMO jeJaH OTBapa BpaTa HAa HETOBOM CTaHy.
KibydeBn cy mo ¢opmu cnuuHM ma uxX OH He pasnukyje. [la 6m orBOpmo Bpara oH mpoda
KJbYUEBE jeJlaH 3a JPYTHM, a KJbYY 3a KOjH je YCTaHOBHO J1a HE OTBapa BpaTa CTaBJba HA CTPAHY
na ra He Ou moHoBO ucnpobaBao. Komuka je BepoBaTtHoha na he My 3a oTBapame BpaTa OUTH

notpebHo 1, 2, 3, 4, 5 nokymaja?

Pememe: Mako he yoBek mpekuHyTH Aajbe MCIpoOaBame Kajna Hamhe Ha UCHpaBaH KIbyd,
MO’KEMO 3aMHCIIUTH JIa Ce UCIIpo0aBamke HaCTaBJba JI0 Kpaja. YKymnaH Opoj HauWHA /1a C€ U3BPILIU
ucrpoOaBame CBUX IMET KJbydeBa je 5!, a kako ce m300p KJbydeBa BPIIM HACYMHIIE TO CYy
BepoBaTHONE 3a CBaKM OJ1 TUX HaunHa jeaHake. Heka je A; morahaj ga je yoBek OTBOpUO Bpara y
i—ToM nokymajy, rae 1 < i < 5. [loBossHU ricxoau 3a norahaj A; Cy cBe mepMmyTalje Koa KOjux

. . 4! 1
ce MCIIpaBaH KJbYY Haja3u Ha i—-TOM MECTY, a lHX uma 4! onakie je P(A;) = Py

IIpumep 4: Oapenumo BepoBaTHONY Ja ce M3 CKylla CBUX mepmyTtanuja OpojeBa ox 1 mo 6
n3abepe OHa Koja He caaApku HU nap 34 Hu nap 56.

Pememe: O3naunmo ca A jgorahaj na mepmytanuja caapku map 34, a ca B gorahaj na
nepMyTanuja caapxu nap 56. Mspauynajmo Beposatnohy norahaja A N B.

Ha ocnoBy /le MopranoBux 3akoHa M3 TEOpHje CKYIOBa CJIEIU Ja je HmeMy CymnpoTaH jorahaj
ANnB=AUB=AUB. Ha ocuosy cBojctsa 5 Baxu P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B). Bpoj
CBHUX IepMmyTalmja Opojesa ox 1 1o 6 je Opoj ereMeHara MpoOCTOpa UCXoja OJHOCHO || = 6!
[lepmyTammjy 6pojeBa ox 1 10 6 koja caapxku map 34 MOXKEMO MOCMATPaTH Kao MEPMYyTalHjy
napa 34 u Opojesa 1, 2, 5, 6 na je onga O6poj CBUX TakBUX mepMmyTanuja |A| = 5!.

Amnanorso Tome go6uja ce aa je [B|=5!u |A N B| = 4!. U3 nperxonnor cieau:

P(A)== P(B)== P(ANB)=—nPAUB)=z+-——=—==.

Opnasze je, mpema cBojcTBY 4, TpaskeHa BepoBatHoha PA NB)=1— P(AUB)=1— 13—0 = % .
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IIpumep S: Hlnun ce cactoju ox 52 kapTe.

a) Ompenumo BepoBaTHOhy norahaja A nma cy mely Tpu u3BydeHe xapte Oap jemaH muk, 6ap

jenaH Tped U Ta4HO je/IHa jeIUHUTIA.

Pememe: V mmmny o 52 xapTe MOXKEMO W3JBOJUTH 4YeTHpHU rpyne on mo 13 kaparta koje Ha

cebu MMajy 3HaKOBE XepIl, Kapo, MUK WK Tped, a yKynaH Opoj HaYMHA J1a ce U3BYKY TPU KapTe

u3 mmuia je |[Q| = (532). Pasnukyjemo nBa norahaja A; u A,.

£

& A
h *"
A
&
1) A -
¥
A
a
2) &
v
v
A
P
3) -
v
7
A
&
4) A -
¥

Cnuxka 1. Kapre

outu Oap ABe KapTe ca UCTHM OpojeMm.

[IpBu norabaj je ga U3By4eMoO HEKeE JIBE KapTe MUK U Tped
(Koje HUCY JeTUHUIIC) U JeTUHUILY XepIl WX Kapo, a TO
Ce MOJKE YPaJIUTH Ha |A;| = (112) . (112) . (i) Ha4dWHA.

Hpyru norahaj je na u3Bydemo:

1) muk KapTy Koja HHUje jeIuHUIA U JBe Tped KapTe o1
KOJHX j€ jeJHa jeIWHUIIA ITO Ce MOXE YpaJIuTH Ha
(112) . (112) - 1 HaumHa;

2) jenuMHUIly MUK M JBE Tped KapTe KOje HUCY jeInHUIA
LITO C€ MOKE ypaJauTh Ha | - (122) HAauMHa,;

3) IBe MUK KapTe O]l KOjUX je jelHa jeAUHHIIA U JeTHY
Tped KapTy Koja HHje JeAWHHIIA INTO CE€ MOXKE
ypaautu Ha 1 - (112) . (112) Ha4YMHA;

4) nBe MUK KapTe KOje HHUCY jeIMHUIIA U JeTHY jeTUHUILY
Tped MTO ce MOXKE YPaTUTH HA (122) - 1 HaynHa.

Opnatie cienu 1a je:

A = (112) . (112) 141 (122) +1- (112) . (112) n (122) 1

—AaltlAR ] 177

Tpaxena BepoBatnoha je P(A) ol el

6) Onpenumo HajmamK Opoj KapaTa Koju Tpeba m3Byhu u3 garor mmuia aa 6u BepoBaTtHoha ga

Mehy mrMa Oyay Oap aABe kapTe ca uctuM OpojeM O6uina Beha of %

Pememe: O3HaunMo TpaxkeHu Opoj KapaTta ca x, a ca C norahaj na he mel)y x u3By4yeHux kapara
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Tana je C norahaj ma he cBMX X M3By4eHHX Kapara GMTH O3HAUEHe Pa3IMUUTHM OpoOjeBHMA.
Kapnunanau 6poj ckyna C je 6poj HaumHa 1a of 13 pasnuuutux 6pojeBa usabepeMo X 6pojesa

Koju he ce jaBjpaTH Ha THX X Kaparta U Jia 3a CBaKy OJ1 TUX X W3a0paHHUX KapaTa OApEANMO jeIHY

_ 13) . 4x
o yetupu moryhe 6oje. Tana je P(C) = X(T 3aTo 1WTO je |Q| = (SXZ) Kao Opoj HauMHa Ja ce

. 1 .
on 52 xapre uzabepe x kapara. [lakie, Tpeda pemntu Hejennaunny P(C) > 7> 4 TO je, Ha OCHOBY

_ (13) . 4x 1 (13) . 4x 1
cBojctBa 4, exkBuBanentHo ca 1 — P(C) = 1 — "(5—2) > - OJHOCHO ca "(5—2) <5
X X

Kopumhemem unmenuIie faa je X npupoaan 6poj 1oduja ce 1a je X = 6 HajMamu MPUPOJIaH Opoj

3a koju Baxku P(C) > % .

[Tomohy yciioBHe BepoBaTHOhe MOXe ce neduHUCATH jelHa HOBAa BakHA OCOOMHA 3a CITydajHe
norahaje — nezasucnocm Odocahaja. Jlorahaj B je He3aBucan ox morahaja A ako u camoO ako
peanm3oBame jgorahaja A He yThye Ha BepoBaTHOhy peammsoBama jgorahaja B, omHOcHO ako

Baxu 11a je P(BJA) = P(B) mTo ce Moxe HamucaT y 00JIUKY:

P(AB) =P(A N B)=P(A) - P(B). Y nporuBHOM norahaj B 3aBucu oz norahaja A.

IIpumep 6: Tpaxxehu onpeheHy Kwury cryaeHr je pemuo aa obube tpu 6ubnmmorexe. 3a CBaKy
o1 6u0IMOTEKa MO/IjeTHAKO j€ BEPOBATHO Ja Y CBOM (OHAY UMa Ty KIbHUTY WU J1a je HeMa. AKO
Heka OMONMMoTeKka MMa Ty KIbUTY OHJA je IMOJjeTHAKO BEPOBATHO Ja Jy j€ y3€0 HEKH JIPYTH
gyTanal win 1a Haje yzera. OnpeauMo J1a Jid je BepoBaTHH]je 1a he CTyIeHT JOOUTH KBUTY HITH
na je aehe moburn.

Pememe: Heka je A; norahaj na je ctyaeHT 1000 KiUTY y i—T0j Oubmuotenn u A norahaj na je
cTyneHT nobuo kmury. Tama je A =A; UA, UA;. Ha ocHOBy ¢opmyne 3a yclIoBHY
BepoBatHohy Baxku aa je P(A;) = P(B; N C;) = P(B;) - P(C;|B;), 1 <i < 3 u rue cy B; — norahaj

na i—Tta OubnMoTeKa uMa TpaxxeHy KiBUTy y cBoM Gouny u C; morahaj na y i—roj 6ubmamorenu

TpaxkeHa Kmbura Huje u3nara. Cnenu na je P(A;) = P(A,) = P(A;) = i. Kakoje A=A NA;NA;
u Ay, Ay, A; ipesicTaBibajy HesaBucHe norahaje cieau P(A) = P(A)) P(A,) P(A;) = % . % . % = z—z.

37

Ha ocnoBy cBojctBa 4 cneau aa je P(A) =1 — Z—Z ==

IITO 3HA4YM Jla je BepoBaTHHje aa he

CTYJICHT JOOUTH KIbUTY.
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IIpumep 7: JIBa urpavya Hau3MeHUYHO Oarlajy nBe kouke 3a urpy. [loOGelyje onaj urpau uuju
30up nobujeHnx OpojeBa Ha Kolkama y HeKoM Oamamy Oyne Behum on meT m urpa ce tana
3aBpmiaBa. AKo je 30up moOujeHux OpojeBa jenHak Opojy MeT, urpa ce 3aBpliaBa Kao HEpelleHa,
a ako je 30up moOujeHux OpojeBa MamHU O] NET, Urpa ce HactaBiba. Oapeaumo BepoBaTHohe
norahaja: A — mobenno je urpad Koju je 3armodeo urpy, B — modenno je npyru urpad u C — urpa
j€ 3aBpIlIeHa HePeIIeHO.

Pememe: [Ipu Gamamy 1Be KOIIKE 3a UTPY IMPOCTOP MCXOAA je:

Q= {11, 12,13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 41, 42, 43, 44, 45, 46,
51,52, 53, 54,55, 56, 61, 62, 63, 64, 65, 66} omgnocHo |Q| = 36. YBeaumo cienehe o3Hake:

— Pi je norahaj na je y i—tom Oanamy Kouku 30up nobujennx OpojeBa Ha Korkama Behu ox mer.
Tana je P; = {15, 16, 24, 25, 26, 33, 34, 35, 36, 42, 43, 44, 45, 46, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 61, 62,
63, 64, 65, 66} u [Pi| =26 u P(P) = = = —. TIpn nrpau noGehyje axo je i Hemapan Gpoj,
OJTHOCHO JIpyTH urpad noodehyje ako je i mapan 6poj.

— Nj je norahaj na je y i—-ToM Oamamy KOIKH 30up T00MjeHUX OpojeBa MmeT OAHOCHO Jia Ce urpa
3aBpiaBa kao Hepemiena. Tana je N; = {14, 23,32, 41} u |N;| =4 ma je P(N;) = :—6 = % .

— I norahaj na je 30up manux 6pojeBa y i—ToM Oaramy KOLKHA MamkHU O] IET OJHOCHO J1a Ce UTpa
nactasswa. Tama je [;={11, 12, 13,21,22,31} u || = 6 ma je P(I) === =

Horahaj A je ckyn A = {Py, [,[,P3, [LI314Ps, ...} tae je I11s...Iok 1 LbxPak+1, k € No morahaj na je

HakoH 2k + 1 Oamama KOUKHM y TocienmeM 30up nodOujeHux OpojeBa Ouo Behm, a y cBUM

nperxonHuM Oamamuma Mamwu oa neT. Cienu ga je P(LiL... Ik 1biPa+1) = P(L) - ... - P(Pak+1)
3ato mto cy Iy, I, ..., ok 1 Poxy; He3aBuCHU norahaju.
: 13, (1% 13, (1\* 13 13 1% [1\* 13 1 26
Onanacje P(A) = 12+ () 2+ () R+ - =5 0 +() + () +-) =% T
6.

[P YeMy caM KOpHUCTHIIa POpMyITy 3a cyMy OECKOHauYHE T€OMETPH]CKe MPOTpecHje.
Amnanoraum pazmatpamem crean 1a je B = {I;Py, [11; 3P4, [1 L1314 IsPg, ...} onakme je:

1 3 2 4
p)= (D) B (I By B g () (@) B te 1,
6 18 6 18 18 6 6 6 18 6 1_(1) 210 105

6

C= {N], I]Nz, 1112N3, 111213N4, .. } Oo4gaKJie je:

RO -3+ () (O e QO 0 -h g E
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IIpumep 8: Ha jennoj monuiu ce Hajnas3u ¢ HPBEHUX U p TuiaBux npeameta. CiydajHo ce y3uma
IpeIMeT ca MOJNUIle, a 3aTUM ce Bpaha Ha MOJUILy Ha KOjy Ce HAaKOH CBAKOT M3BJIaYeHa J10]1aje
j mpenMerta u3BydeHe 6oje. Onpenutu BepoBatHohy norahaja A mga ox k u3Binauema npeamera ca
noymie y npBux k; uzBnauema OyJe y3er npeaMer psene 6oje. CBU mpeIMeTH Cy pa3InduTH, a
penocien u3BIavemha HIje OUTaH.

Pememe: O3naunmo ca B; norahaj na je y i—ToM u3BIauemy ca MOJNHIE Y3€T IPBEHU MPEAMET.

c+j
c+p+j

Tana je P(B)) = % u P(B2B)) = 3aTo mTo he ce, HAKOH MITO j€ Y MPBOM H3BJIAYEHY y3ET

npeaMeT IpBeHe 00je, Ha MOJHIM HAIAa3UuTH ¢ + p + j mpeaMeTa o Kojux Tpeba /1a M3By4eMo
jenman on ¢ + j upBeHux npeamera. BeposatHoha norahaja B; N B, na cy y npBa aBa n3Bnayema

y3eTa JiBa mpeaMera IpBeHe 0oje je, Ha OCHOBY Je(HUHHIIMjE YyCIOBHE BepoBaTHOhe, jenHaka

P(B1 N B,)=P(B)) - P(B2B)) = Cj_—p : %;jﬂ . Iloctynajyhu ananorno nobujamo na je:
_ < . ctj  ct2-j o ct(ke—1)j . .
P(BiNBNBsN..NBy,) = oo o iz @t D Horahaj A na je camo y

npBux K, M3BIadema y3eT upBenu npeaMer je A=B; N By N ... N By, N By, 41 N ... N By

: c et | _et2-j ct(ky=1)j +(k—Kkq—1) -
Tamaje P(A) = S 20 el prlekiD
ctp c+ptj C+p+2 j c+p+(k1_1) 4 C+p+k1 - C+p+(k—1) ¥

IIpumep 9: U3 npBe kyTHje y K0joj je OUII0 MeT )KyTUX U CelaM 3eJIeHUX KyTiHia rnpedayeHe cy
y Apyry KyTHjy (y KOjoj je MpBOOMTHO OWIJIO JECET JKyTHX W METHACCT 3eJICHUX KYTJIHIA) JIBe
KyrIuie. 3aTuM je u3 Apyre KyTrje n3abpaHa jeHa Kyriaula 1 JoJlaHa y IpBY KyTH]y U3 KOje je,
HAKOH TOTa, M3By4YeHa jenHa Kyraumna. Oapeantu BepoBaTHONY Ja je M3By4YeHa KyTJIuIla KyTa.
Pememe: Younmo fa OB/Ie IOCTOJH MIECT PA3TUYUTUX XHUIIOTE3a aKO MOCMATPaMo JBE KYTIIUIE
Koje cy nmpebaueHe U3 mpBe y Ipyry KyTHjy U jeHy KyTJUIly Koja je mpedaueHa u3 apyre y npBy
kytHjy. Heka cy To cneaehe xumnorese:

H, — u3 npBe kyTHje y3eTe cy Be KyTe, a J0JaTa je jeHa KyTa KyTJIHIIa;

H, — u3 npBe kyTHje y3eTe cy JIBe XKyTe, a A0JaTa je jeJHa 3eJeHa KyTJuIa;

H; — u3 mpBe kyTHje cy y3eTe J1Be 3eJIeHe, a 10/1aTa je jeHa KyTa KyTJuIa;

H, — u3 mpBe kyTHje cy y3eTe /1Be 3eJIeHe, a 10/1aTa je je/lHa 3eJIeHa KyTIIHIIa;

Hs — u3 mpBe kyTuje y3eTa Cy Mo jeaHa >KyTa W 3elieHa KyTJHIa, a J10jaTa je jemHa xKyTa
KYTJIHIIA;

He — 13 mpBe kyTHje y3eTe 1o jeHa )KyTa U 3eJieHa KyTJInIa, a J0JaTa je jeJiHa 3eJieHa KyTJIuIIa.
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VY3uMame J1Be KyTJHIle U3 NMpBe KyTHje U J0JaBamkE jeIHE KYTJIHIE Y IPYTY KYTH]y CY 3aBUCHHU
norahaju (ox Tora Koje MO JIB€ KYyTJIHIIE M3 NpPBE KyTHje CTAaBUJIHM y APYTY KyTH]y 3aBUCH Ha
KOJIMKO HauWHA MOKEMO n3abpaTH jeaHy Kyriuity oapehene 6oje u3 apyre KyTHje U CTaBUTH je
y IIpBY).

>)

( 12 20

(122) ' 57 = 5g, TAC IPBU PaslOMaK NpeicTassba BEepOBaTHONY J1a U3 TpBE
2

Cnemu na je P(H,) =

KyTHje y3MEeMO JBE KyTe KyIJIMIe W MpedanumMo uX y ApYyry KyTHjy, a APYTH Jla ce U3 Apyre
KyTHje, y KOjOj Cy TaJa JIBaHAECT >KyTHUX W TETHAECT 3eJICHUX KYIJHIa, n3adepe jeaHa xyra
KyrJiuia u rnpedamnu y npBy KyTHjy y K0joj he Taga OUTH YeTHpH KyTe U cefaM 3eJIEHUX KyTJINIa
na je P(AH,) = f—lrne je A nmorahaj na je, HakoH mpeOanuBama KYriuia, U3 MpBE KyTHje
M3BYYEHA KyTJuIla xxyTe 0oje.

5
( 15 25 ,
P(H>) = (12_2) "S5 = 59, DA\ IPBH pasOMak NpeicTaB/ba BepoBaTHOhYy /1a W3 TpBE KyTH]je
2

y3MEMO JIBE XKyTe KyIJIHIIe U MpedanuMo X y Ipyry KyTujy, a Ipyrd Ja ce u3 Apyre KyTuje, y

KO0jOj Cy TaJia ABaHAeCT KYTUX U METHAECT 3eJCHUX KyTIulla, n3adepe jeHa 3eJeHa u npedamu y

MIPBY KyTH]Y y K0joj he Tama OuTH Tpu KyTe U ocam 3eieHux Kyriuia na je P(A|H) = % .
() 10 35 .
P(H3) = (1—2) "S5 = 59, A€ IPBH pasioMak Npe/CTaBsba BepoBaTHOhy /a W3 mpBe KyTHje
2

y3MEeMO JIB€ 3eJIeHe KYTIUIlEe U MpedauMo uxX y Ipyry KyTHjy, a IpyTH J1a ce U3 Apyre KyTHje, y

K0jOj Cy TajJa JIeceT KyTHX M CeJaMHaecT 3eJICHUX KyTJHIla, n3abepe jeJHa xyTa u mpedamnu y

MpBY KyTHjy y K0joj he Tajga OuTH mecT )KyTUX U NeT 3elieHuX Kyrnuna na je P(AHz) = —.

11
AHaJOTHUM pa3MaTpameM J1001jaMo 1a je:
7
_ ) 1710 _5

P(Hy) (%) 27 soa P(AHY) = 75

7. (5
P(HS) (122) 27 162, P(A|H5) 117

(1)-G) 16 280 4
P(H6) - (122) 27 - 891’ P(A|H6) T
Ha ocnoBy (opmyiie normyHne BepoBaTHohe Baku Ja je:

]

20 4 25 3 35 6 119 5 35 5 280 4 370
P(A)=2 P(Hy) PAH) = o =4 = 24 2.2 1220, 2 1 55, 2 4 2. 2570
i=1 297 11 297 11 297 11 594 11 162 11 891 11 891
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IIpumep 10: Ilac jenne mopoauie je M3ryO/beH HAKOH M3JIeTa y jeqHOM mapky. Ha ocHOBy

) 1

JOCaIallkbeT WCKYCTBA ca TUM TICOM 3HAMO Ja je BepoBaTHOha na ce mac BpaTtuo kyhu "
.01 .

BepoBaTHoOha /1a mac jyTta HerJe y mapky je > a BepoBaTHONA J1a je OJTyTao y MIyMy y OJU3HHHI

napka je i. Jledak W3 mopojaMiie Koju je OMo 3ayeH Ja JyBa Iica MOciar je Ja ra TPaku.
Onpenumo BepoBaTHOhy na he newak Hahu mca ako je BepoBatHoha 1a he ra Hahu ako je y mapky
90%, axo je y mrymu 50%, a ako je nac y kyhu aeuyak ra nehe nahu.

Pememe: YBeaumo cienehe o3nake: A — norahaj na he nedak nponahu rica, H; — morahaj na ce
nac Bpatuo kyhu, H, — norahaj na mac myra Herne y mapky, Hs — norahaj na je mac omyrao y

oOmmKmy mymy. Taga Baxu na je:

P(H)) = 5. P(Hy) = 3, P(H3) = 5, P(AJHY) = 0, P(AJH2) = 90% = 75 P(AJH;) = 50% = .

Ha ocnoBy ¢opmyne normyne BepoBaTHohe TpaxkeHa BepoBaTHoha na he gedak mponahu mca

-}
~ =S P(H) - y=1. 15,112
jennaka P(A) :':1P(Hl) P(A|H)) " 0+ S et 3

IIpumep 11: Tpu ayromara maxyjy 4aykajiuile y KyTHje OJ MO CTO 4yadkanuma. [IpBu ayromar
nakyje 20% KyTuja MOTpemHo, Ipyru ayToMmar rpemu koj nakoBama 10% kyTtuja, mok tpehu
ucnpaBHo makyje 90% xyrtuja. Ha mpBom ayromary makyje ce 10% ykyrmHe Mpou3BOImE, Ha
apyrom 20%, a Ha Tpehem 70% yKyIiHe mpou3BOIbe jenHe GpabpuKke YayKaIuia.

Hahumo BepoBatHohy na Hacymuie wuzabpanHa KyTuja dYaukanuia Hehe OWTH wmcmpaBHO
HamymeHa. AKO je u3abpaHa KyTHja UCIIPaBHO HaNymeHa, Ha)iMO BepoBaTHONY Ja je makoBaHa
Ha MPBOM, JPYroM, ogHOCHO Ha Tpehem ayromary. Oppeaumo Ha KoM ayTomary je m3abpaHa
KyTHja HajBepOBAaTHH]jE NTAaKOBaHA.

Pememe: Heka je A norahaj na nsabpana kytuja Hehe 6utu ucnpaBHo HamymweHa, a H; xumoresa
1a je n3abpaHa KyTHja HalymeHa Ha i—ToM ayromary rae je 1 < i < 3.

Kako ce na mpBom, apyrom u tpehem aytomary mpowusBonu peaom 10%, 20% u 70% ykymHe

MIPOU3BOAEE MOXKE ce 3akibyunTH aa je P(H;) = 10% = 11—0, P(Hy) =20% = %, P(H3) =70% = 17—0 .
Baxu u na je P(AH;) = 20% = § 3aTO IITO MPBH ayToMaT morpemHo mnakyje 20% xytwuja,
P(AH,) = 10% = % 3aTo MTO JAPYru ayToMar norpemHo nakyje 10% kyrtuja, a kako tpehu

ayromar norpemHo nakyje 10% kyrtuja cneau na je P(A[H;) = 10% = 11—0 :
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Tana je Ha OCHOBY (popMyJie MOTIYHE BEpoBaTHONE:

= 11,1 1
P(A)=2 PH) - P(AH) = < -+ o+ 5 oo
i=1

. .11
Haxie, BepoBaTHOha /1a n3abpaHa Kytuja Hehe OMTH HCTIpaBHO HAYH-EHA je Too
Axo je A morahaj ia je HacymuIe n3abpaHa KyTHja NCIPABHO HANTYH-€HA OHJIA je jOII MOTPeGHO

onpenutu BeposatHohe P(H;|A), P(H,/A) u P(H;3|A) u 3aT0 hemo kopuctutu BajecoBy popmyy

1 cBojcTBO BeposaTHohe 4, onakie je P(A) =1 — P(A) = % .

Kopuctuhemo ocobuny 3 ycnosne Beposatnohe na je P(A|H;) = 1 — P(A|H;). OBa ocobuna ce

JaKo J0Kaszyje KopumhemeM nedUHUIMje YCIOBHE BepoBaTHOhe M CBOjcTBAa BepoBaTHOhe 4:

P(ANH) P(QNH)-P(ANH)
P(H;) P(H;)

P(A|H) = =1— P(A[H)). Ha ocroy Bajecose dopmyue je:
— 1 1
P(Hy)-P(AH) _ PH) (1-P@AH))_ 7503 ¢

P(A) P(A) % 89

P(H,[A) = =

_ 1 1
P(Hp) - P(A|Hp) _ P(Hp) (1 -P(AlH,)) _ 5 (1—19) g

X X 89 s
P@) P@) ¥ e

P(H,|A) =

— 7 1
P(H3)-P(AIHz) _ P(Hy)-(1-P(AlHy) _ 75" (1~ 7) _ 63

P(A) P(A) % 89"

P(H;|A) =

Kako je P(H3/A) > P(HyA) > P(H;|A) To je ciaydajHo u3abpaHa HCIPaBHO HANyH-eHa KyTHja

JayKaJuila HajBepOBaTHHjE MakoBaHa Ha Tpehem ayTomary.

Kana o6palyyjemo pe3ynraTe acTpOHOMCKHX TOCMAaTpama, peIOBHO ce cycpehemo ca nmpodieMom
Jla U3 HEKOT CKyTa rojaaraka Tpebda na usBeaemo onapehenn 3akipydak. Taj 3akibydak Moxe OUTH

MOTBP/Ia WITU OTMIOBpPraBame HEeKe Te3e Win oapehBame HeKoT (PU3HUKOT mapaMerpa.

IIpumep 12: [IpeTnocTaBUMO 12 CMO KOHCTPYHCAIU IETEKTOP KOju ca BepoBaTHohoMm 1 Moxe na
JETEKTYje TEOPHjCKH TpenBuleHy decTHily X KOja Kao CacTaBHU JI€0 KOCMHUYKOT 3pavuca
Jonla3u Ha 3eMJby ca IIaHeTa Koje cy 3emsbHHOr Tumna. Melhytum, mocroju manca ox 1% na
JIETEKTOp OJpearyje Ha MPOTOH KOjH J10JIa3U Ha 3eMJbY Kao peryjiapaH Ae0 KOCMUYKOT 3padeba.
UYectrma X ¥ IMPOTOH C€ Y KOCMHUYKOM 3padewy jaBibajy y omHocy 1:9999. Ako je meTekTop
onpearoBao, Haljumo BepoBaTHONY Ja je 10 Wera CTHUIIA YecTulla X ca IUIaHeTe KOja je CIMYHA

HAaIIo0j, OJHOCHO ca IuIaHeTe 3eMJBbHHOT THIIA.
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Pememe: Heka cy morahaju: A — getektop je oapearoao, H; — Ha meTekTop je mana yectuna X,

a H> — Ha meTekTop je mao mpoToH.

, P(H,) = —— P(AJH)) = | u P(A|H,) = 1% = — . Ha ocrosy Bajecose

Tana je P(H;) = 10000’

10000

dbopmyre, BepoBaTHONA J1a je IETEKTOP OJpearoBao jep je 0 mera CTUIIIa YecTula X ca IUIaHeTe

CJIMYHE HAIIOj je:

1

B P(H,) -P(A[H,) _ o000 © _ 100
P(H1|A) - -1 9999 1T .
P(H,) - P(AIH,) + P(H,) - PAIH,)  — - 14 222 1 T0099

IIpumep 13: JIytpuja ce cactoju on n j1030Ba of kojux je k ca mobutkom. Kartapuna u Munom
Kelle Ja KyIie pBa JIBa J03a 0/ CBHX JIO30Ba KOjU Cy MYIITEHH y Mpoaajy. JoroBopuiu cy ce 1a
npBo Kartapuna Oupa jeman o3, a nocie me Muyom. OapeanMo Ko o1 HBHUX JBOje MMa Behy

IIaHCY 32 100UTaK.

s =

Pememe: BepoBarnoha norahaja K na he Karapuna kynutu no3 ca noobutrkom je P(K) ==, nok
BepoBatHohy morahaja M nga he Mwumom KymuTH 103 ca J0OMTKOM padyHamo kopuctehu

dopmyny mornyne BepoBaTHohe. Ilocmatpajmo xumote3ze H; — Karapuna je xymmna 703 ca

nobutkom u H, — Kartapuna nuje kynuna no3 ca gooutkom. Tana je P(H;) = - P(Hz) = nTk,
P(MH)) = == u P(MJHy) = ——, onaxze je P(M) = P(Hy) - P(MHy) + P(H) - P(MJHo) = =

Karapuna u Musnom nmajy jez[HaKe mance 3a qooutak. Jlakie, Huje OMTHO Kaja ce Kymyje Jo3,

BKHO j€ caMO KOJIMKO UMa JIOOMTHHX JI030Ba Y TIPOIaju.
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2.2. Teopuja moy3iaHocTu

Teopuja Moy3aaHOCTH je HAyYHA TUCIUILIMHA KOja ce OaBH MPOy4aBambeM 3aKOHUTOCTH KOjUX Ce
Tpeba TmpHUIp)KaBaTH TPU TPOJEKTOBAKY, KOHCTPYKLHUJU, WCIUTUBAKY, MPOU3BOIAMBH H
eKCIUIOATAIMjU TEXHUYKHUX MPOU3BOJIA KaKO OW OHM MMajH MITO TY>KU PaJHU BEK, a CAMUM TUM
¥ MakcuMaiaH pagHu yuuHak. [loy3zmanoct Hekor ypehaja nedunuiie ce kao BepoBaTHOha na
ypehaj paau ucnpaBHO. AKO je CHCTEM CacTaBJbEH OJ] KOMITOHEHTH, Ta/ia CE€ BEeroBa Moy3JaHOCT
MOJKE€ OJIPEJAMTH aKO Cy MO3HATEe MOY3/IaHOCTH KOMIIOHEHTH O] KOjHX je cacTaBibeH. Uecto ce
MOXKEe TpeTnocTaBUTH na cy porahaju ,IlpBa xommoneHTa cucrema je wucmpaBna”’, ,Jlpyra
KOMIIOHCHTA CHCTEMa je HcrpaBHa”, ... , ,,N—Ta KOMIIOHEHTa CUCTEMA je UCIIpaBHA HE3aBHUCHH,
kpahe kaxemMo naa cy KOMIIOHeHTe He3aBuUCHe. OCHOBHM HayMHH Be3€ JBE HE3aBHUCHE

KOMIIOHCHTEC Cy p€aHa 1 ImapajiCiHa BE3a.

21 P2 [

By - P2 _{—l_

P2
Bt Pz PPz
Cnuka 2. Penna 1 napasiensa Be3a
Kon penne Bese, cuctem of ABe HE3aBUCHE KOMIIOHEHTE P/ aKO M CaMO aKo 00€ KOMITOHEHTE
pajie, OJ1aKIIe je Moy3/1aHoCT OBAKBOT CHCTEMA jeliHaka p = p, - p,. Kox mapanenne Bese, cucrem
O]l JIBe HE3aBHCHE KOMIIOHEHTE HE Paau aKo M CaMO aKo He paae 00e KOMIIOHEHTE, a OJIaBJe

jel—p=(1 = p;)" (1 — py)ma je MOy31aHOCT OBAKBOT CHCTEMa P =Py + P, — P1 " P2-

IIpumep 14: Oapenumo KOju OJ 1Ba CUCTEMa Ha CIOMIM MMa Behy MOy3gaHOCT ako cy

KOMITOHCHTE HE3aBHCHE M CBaKa MMa Ioy3naHocT p, raeje 0 < p < 1.

e e

Cnuka 3. Cucremu [ u 11
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Pememe: Heka je p; moy31aHOCT IIPBOT CUCTEMA, a P, MOY3/1aHOCT APYTor cucteMa. Tana mpBu
CHUCTEM MOXEMO TOCMaTpaTH Kao MapajeliHy Be3y TPH KOMIIOHEHTE OJl KOjHUX CBaka uMa
MOY3/1aHOCT p2 (kao peaHa Be3a IBe KOMIIOHEHTE YHja j€ MOY3AaHOCT D).

Cnenu na je 1 — p; = (1 — p°)’ jep cucTeM He pajm aKo M caMo aKO HHjeIHA KOMIIOHEHTA He
pamu. CpehuBamem ropme jemrakoctn godujamo p; = 3p° — 3p* + p°.

Jlpyru cucteM je eKBUBAJCHTaH PEIHOj BE3W OJl TPU KOMIIOHEHTE OJI KOjUX CBaka HMa
oy31aHOCT 2p — p° (Kao mapaneliHa Be3a B¢ KOMIOHEHTE Yrja je OY3IaHOCT P), OJAKIIe CISIH
naje p,=(2p-p’)’=8p’—12p*+6p —p°.

Kaxko je p; — p2 =2p6— 6p° + 9p4— 8p3+ 3p2=p2(p— 1)2(2p2—2p+ 3)>0jepje0<p<lm

BakH 71a je 2p° — 2p + 3 > 0. Jlakie, cucrem I nma Behy moysmanoct o cucrema II.

2.3. Moae/iu MPUPOAHMX je3uKa

Benuku Opoj obnmactu padyHapcTBa M BEIITAYKE HMHTEIHMIEHIMje, Kao IITO Cy MAIIMHCKO
npeBoheme, wu3aBajambe HMHPOpPMAIMja, KpeUpame H yHoTpeda eKCHEPTCKUX CHCTeMa,
pa3yMmeBame TEKCTa, MpEerno3HaBamke M TeHEepUcame TroBOpa M CIMYHE, TOYHMBAjy YIpaBO Ha
TeXHHKamMa o0pajie MPHUPOIHUX je3rKa. AYTOMATCKO IMpEro3HaBamke roBopa crajga y HajBehe
TEXHHUYKE M3a30BE CaBpeMEHOT j00a u Beh BuIe 0/ mojia BeKa 3a0KyIJba MaXKby UCTPAKHBada
IIMPOM CBeTa. 3a/laTak ayTOMATCKOT Mpero3HaBamba roBopa je /a ce TOBOpP MpeBele y TEKCT,

OJTHOCHO J1a C€ ,,IPeIo3Ha” MTa je 0co0a U3roBopuiIa.

OpnpehuBame n3na3He PEUYCHHIIE Ha OCHOBY YJIAa3HOT CUTHAajJa HHje HUMAIO jeaHOCTaBHO. Ha
npumep, peaenute ,,Cturau cMo y bap” u ,,Cturau cMo y 6ap” he 3BydaTu mOTIYHO HCTO U HUjE
Moryhe caMo Ha OCHOBY yJIa3HOT CHUTHaJa JeTHO3HAYHO OJPEIUTH M3JIa3. YKOJIHMKO je YOBEK Taj
KOjU CIIylla W Tperno3Haje, oH he KOpUCTUTH HeKa JOoJaTHA 3Hama O Je3WKy M CBETYy KOjU Hac
OKpYy)Kyje Kako OM OApeAro NpaBO 3HAUYCHE HM3TOBOpPEHE pedeHure. MelyTUM, yKOJIHKO je

padyHap Taj Koju Tpeba J1a mperno3Ha U3roBOPEHO, CUTYyaIlHja ce 3HATHO KOMILUTUKY]E.

[IpoGiem npeno3HaBama roBopa, a ¥ MHOTH JIPYTH CIMYHH MPOOJIEMH, pEelIaBajy ce ynorpeoom
BepoBaTHOhe Kako OM ce (GopMHUPAO MoOden npupooHoe je3uxka — WHTEPIpETaldja HEKOT je3uKa

nomohy koje pauyHap onpelyyje Koju je HajBepOBaTHH]HU W3j1a3 3a JaTH YJIa3HU CUTHAIL.
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Hauwme, uss je uspauynatu BepoBatHohy P(peuennna) = P(peu,, ped,, peys, ... , pey,) aa he
Ce HeKa PEUCHHIIA MU CEKBEHIIA PEUH T0jaBUTH Y HEKOM MPUPOTHOM jE3HKY.

OBaj mpobemM MOKeMO TIOCMAaTpaTu M Kao mpobdiieM oapehuBama BepoBaTHOhe cienehe peun y
pedYeHuIH, Kaia Ccy rmo3Hare nperxoade P(peds|peyy, ped,, peys, pedy).

Ha nmpumep, usroBopena pedenuna ,,[lokaxxu mu TBOj paa” moria OM Ja MPUIMKOM IMPOJAcKa
KpO3 CHUCTEM 3BY4YH Kao: ,,[loxaxu mu TBOj pax”, ,,I[lokaxu mu tBOj rpan’, ,llokaxku Mu TBOj
jan”, ... Heka je L = {nokaowcu, mu, meoj, pao, jao, ...} CKyn pedd HEKOT je3uWKa (WM jela
jesuka). Ca L* obGenexxuhemo ckym cBUX MOTYhHX Bapujaiyja eaemMenara u3 L, oTHOCHO:

L* = {nokastcu, nokasxcu mu, noxasxcu mu meoj, Mu meoj pao, NOKA#CU MU meoj pao, NOKA#U
nokasxcu mu, ...}. Ckyn L* uma GeckoHa4yHO MHOrO enemeHata. Mel)yTum, HUCY CBU HETOBH
€JIEMEHTH UCIpaBHE peueHWYHe KOoHCTpykuuje. Heku enementn ckyna L* he ce mojaBibuBatu
94eCTO Y TeKCTOBHMA, HEKH OJ1 ’bUX he ce T0jaBJbUBAaTH PETKO, a HeKH Hehe HuKazaa.

[Tpunukom kpeupama Moela, U3 HEKOT YHAIPEe ] pacloI0KUBOT CKyIa TEKCTOBA Ha MPUPOJTHOM
Je3WKy, ympaBO C€ Ha OCHOBY Opoja TOjaBJbHBama HEKE CEKBEHIIE pEYH padyyHa IbeHa
BepoBaTHOha jaBipama. OBa HHQOpMaIHja ce KaCHUje KOPUCTH 3a oApelhuBame HajBepOBATHH]jET
n3nasza cucrema. Jlakie, nusb je ogpeautu GyHKIujy P xoja 3amoBospaBa cienehe:

> P(x) = 1,P(x) = 0 ¥x € L* ana ocHOBY (hopMyIie yCIIOBHE BepoBaTHohe BakH Ja je:
xEL”

P(IToxaxxu mu TBOj pax) = P(Ilokaxwu) - P(mu|llokaxmu) - P(TBoj|ITokaxxu mu) - P(paxa|[lokaxu Mu TBOj).
Oynkuuja P ce onmpehyje monaszehum on HEKor yHampes MO3HATOT CKyla TEKCTOBA KOJUM je

MaIliHa ,,TpeHUpaHa” OJJHOCHO KOjU Cy CKEHUPaHU U oOpaljeHu y pauyHapy.

VYkonuko 6MCMO MOKYIIAIN Ja HHTYUTHBHO padyyHaMo BepoBaTHONE CEKBEHIIM PeUH Kao:

opojllojaBeuBama(llokaxu Mu TBOj pan)

P(Tlokaxu mu TBOj pan|[lokaxu Mu TBOj) = — — OuiI0 Ou
opojllojaBsuBama(llokaxxn Mu TBOj)

MTyHO CEKBEHIIM KOj€ Ce HUCY HH JeTHOM I10jaBUJIC Y TEKCTY HAMEHEHOM 33 TPEHHPAE CHCTEMA,

a CacBUM Cy UCIIpaBHE U MOTryhe y HEKOM je3uKy.

Huje moryhe mmaTu TOIMKO BENIMKHU CKYINl TEKCTOBA KOju Ou o0yxBaTtno cBe moryhe pedeHure
HeKor je3wka. 300or Tora ce kopucte MapkoBibeBH Mozaenu. Hbux je ocMucino pycku

Matematnyap Auapeu Aanpeesnd Mapkos (1856 — 1922).
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HajjeqnocTaBHMju je yHUrpam MOJeN, KOjU BEpOBAaTHONY I0jaBJbUBamka HEKE CEKBEHIIE

(peyeHnyHOT Jea) padyyHa Kao MTPOM3BOJ BepoBaTHoha MoOjaBJbMBama peYM TE CEKBEHIIE:

Px,..x,) = 1_[ P(x;)

i=1

AkO mak BepoBaTHOha TMOjaBJbHMBamka HEKE PEUM Yy PEUCHHUIM 3aBUCH CamMO O] BepoBaTHOhe

M0jaBJbHBam-a MPBE PEUM KOja jOj MPETXO0M TaKaB MOJEN HazuBamo ourpam. Tama Baxwu:

n
P(xy..x,) = np(x;'lx:'—:lj

. dpojnojaB/buBawa(Xij—4, Xi)
rae je P(x;lx;-1) =

(*).

dpojnojaB/buBama(Xij—q)

IIpumep 15: Heka cy u3 BenuKor Opoja TEKCTOBa KOjH C€ YHOCE IPH ,,TpeHHpamy’ padyHapa

obpahene cienehe peun nmpukazane y nse tabdene Ha cnumm 4. O3Hake <s> W </s> 03Ha4yaBajy

MOYETaK M Kpaj peueHHUIIE.

<s> Ja BOJIUM na jenem </s>
0poj
. 1000 | 923 905 974 920 1000
jaBJbama
Ja BOJIIM na jenem </s>
<s> 830 59 51 12 3
Ja 0 704 1 61 15
BOJIUM 0 0 253 0 23
na 21 57 1 721 1
jenem 2 0 51 0 901

Cnuka 4. TaGene ca HEKMM pedrMa CKEHUPAHOT TEKCTa
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Pememe: Y mpBOj Tabenu MpHKa3zaHe Cy IMOjeIMHAYHO HEKE PeuHM M3 TEKCTa UM HUXOB Opoj
jaBJbama y TEKCTy. Y JAPYyroj Cy MpUKa3aHH MAapOBU PEYU M EHUXOB OpOj jaBibama Yy TEKCTY.
Oppenanmo, Ha OCHOBY TEKCTOBA YHETHX Yy pauyHap, BepoBaTtHohy na he ce y cprckoM je3uky
M0jaBUTH PEUEHUIIA ,,Ja BOIUM J11a jegem”.

U3 dpopmyne (*) cnenu ga Baxu:

P(<s> Ja Bomum na jemem </s>) = P(Jal<s>)P(Bommm|Ja)P(naoaum)P(jenem|na)P(</s>[jenem)

: 830 704 253 . 721
<) = —m— = — = — = —
npu uyemy je P(Jal<s>) 500’ P(Bomum|Ja) P P(naBomum) 0% P(jenem|na) P
. 901 : :
P(</s>|jenem) = 550 Opnasne je P(<s> Ja oM na jegem </s>) = 0.13.
Ha cnauuan HauMH MOXEMO MPOUIMPHUTH MOAEN Ha 3—rpame, 4—rpame, ... , n—Tpame, T1e Cy

n—TrpaMu MOJEIM KOJ KOjuX BepoBaTHoha jaBjpama HEKE pEeYM 3aBUCH O]l BepoBaTHOhe
MojaBJbUBamka N — 1 MPETXOAHUX peur. Y MpaKCcH Ce 3aCHUBAKmE MOJIENa je3uKa Ha n—rpaMuma
MOKa3aJ10 Kao BeoMa ePUKacHO.

[Tpunukom MozenoBama MPUPOIHUX jE€3MKa, CEKBEHIM KOja HUje MPOYUTAHA JIOJIEIbYjy C€ HEeKe
BeoMa Majie BepoBaTHONE jaBJbamba TaKo J1a j€ CBaKa pPEYCHHIIA BEPOBATHA, alld OHE KOje ce He
cpehy gecto mmajy Beoma Majie BepoBaTHOhe.

JloGap mpumep kopumihema MOJeNa MPUPOJHUX je3WKa jecy pa3jIMuuTH TPEBOJMONU Ha
WHTEPHETY KOjH TEHEpelly HajBepOBAaTHHU]y CEKBEHIy CTPAHOT je3uKa Kao pe3yiTar MpeBoja

YHETOI' TEKCTA.
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2.4. TesekomyHuKanmje

[Totpeba pyau na KOMyHUIMpAjy HA JaJbUHY OJYBEK je mocrojana. 300T Tora Cy JbyIu Ha
pa3inuuuTe HaYMHE MOKYIIABAJIM JIa YCIIOCTaBe KOHTAKT Ha JajbuHy. M3 TOr BpeMeHa MOTUYY
TJIACHUIIM, TOJXYOOBM NHCMOHOIIE, AUMHHM CUTHANM, Xenuorpad, meraoH M MHOTH JIPYTH
NPUMHUTHUBHH OOJUIN MpeHoIIekha nHpopMaIija Ha najbuny. Jlanac ce 3a mpeHoc uHpopmaimja
Ha JaJbUHy KOPHUCTE menekomyHuxkayuonu cucmemu. OCHOBHU 3a7aTaK TEICKOMYHHKAIIHOHOT
CHCTEMa je Ja ce opyKa y BUAY CUTHaja MpeHece Ha yIaJbeHO MECTO, a JIa IPU TOME MPUMJIbEHU
CUTHAJI IITO je Moryhe BUIIIe oJroBapa MmociatoM cUrHaimy. CMeTHhe CIlydajHOT KapakTepa Koje
yTHUy J1a KOPUCHU CUTHAJ HE CTUTHE JI0 IPHjeMHHUKA Y UCTOM OOJIMKY Y KOM j€ TOCiaT Ha3uBajy

Ce WyMo8U.

IIpumep 16: Ha yna3 pamapckor ypehaja monasu memaBuHa KOPHUCHOT CHTHajla M IIyma ca
BepoBatHOhOM p, a ca BepoBaTHOhoMm 1 — p monasu camo mym. Ypehaj perucrpyje KOpucHu
CHUTHAJ ca IIyMOM ca BepOBaTHOhOM p;, a ca BepoBaTHONOM P, peructpyje camo mym. Ypehaj je
peructpoBao curHai. OnpeanMo BepoBaTHONY Ja je Ha yna3 pajapckor ypehaja qomao KOpucHU

CurHal ca nrymom.

Pememe: O3naunmo ca: A — gorahaj na je ypehaj peructpoBao curnan, H; — xunotesy na je Ha
yna3 pagapckor ypehaja cturao xkopucHu curHan ca mymom, H, — xumortesy ga je Ha yna3
panapckor ypehaja cturao mrym. Taxa je P(H;) =p, P(Hy) =1 —p, P(A|H1) =p1 u P(A|H;) = p».
Ha ocnoBy bajecose ¢opmyne, BepoBaTHOha /1a je Ha yna3 pagapckor ypehaja cCTHrao KOpUCHU

P(H;)-P(A|Hq) _ P pP1
P(H,)-P(AlH,) + P(H,) -P(A[Hp) p-pi+(1—p)-pz

curnai ca urymom je P(H;|A) =

Kako 6u ce moBehana BepoBaTHOha ycHemrHOT MpeHOca CUTHaja, MOPYKE CE YeCTO KOAUPajy,
OJTHOCHO, 3HAKOBH TMOPYKE C€ Mpe/ICTaBIbajy nmomohy omnapHux mudapa 0 u 1.
. . 48
IIpumep 17: Ca jennor npeaajuuka ce mapy curHanu 0 win 1 u To 0 ca BepoBatHOhOM oo ¥ 1
52 : .
ca BepoBaTHOhOM Tog- P NPEHOCY Ce jaBlbajy M LIYMOBH IITO JOBOJH [0 TOra ja ce 0

1 1
npeHece kao 1 ca BepoBaTHOhoM oo ¥ mace 1 mpenece kao 0 ca BepoBaTHOhOM - Onpenumo

BepoBaTHOhY MpujemMa HCIIpaBHOT CUTHAJA Kao U BepoBaTHohy na je 0 koja je mpeHeTa CTBapHO U

nocJiara.
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Pememe: O3naunmo ca: A — norahaj na je mpeHert ucnpasal curHai, B — nmorahaj na je mpenera

0, Hy — xumnore3a na je ca npexajuuka nocnata 0, H; — xunoresa 1a je ca mpeaajauka mocnata 1.

48

Tana je P(Hy) = oo’

52 1 :
P(Hy) = Too- Kaxko ce 0 mpenocu kao 1 ca BepoBaTHOhOM 75 CUenu nia je

1

9
BepoBatHoha na he ce 0 npeneru ucnpasuo P(A[Hy) =1 — 5 = 1o @ Kako ce 1 nmpenocwu kao 0

1 : 4
ca BepoBaTHOhOM S Clequ Jia je BepoBatHoha na he ce 1 ucnpaBuo npeneru P(A[H,) = .

Ha ocnoBy ¢opmyiie normyne BepoBatHohe BepoBaTHONA MpHjeMa UCIIPABHOT CUTHAJA je:

48 9 52 4 106

—_— = —U

P(A) =P(H,) - P(A|H,) + P(H,) - P(A|H,) = 100 10 ' 100 5 125

P(B) = P(Ho) - P(B|Ho) + P(H,) - P(B[H;) = P(Ho) - P(A[Ho) + P(H,) - (1 — P(A|H,))

48 9 | 52 1 _ 67 : . :
P(B) = oo 0 00 2T o5 @ BepoBaTHoha n1a je mpumibeHa 0 Koja je CTBapHO W MOCJIATaA je,

54
P(Ho) ‘P(BIHo) _ Tg5 _ 54

67 .
P(B) e 67

Ha ocHOBY bajecoBe popmye, jennaka P(Hy|B) =

IIpumep 18: bunapHa nmopyka ce IpeHOCH KpO3 KOMYHUKAIIMOHH KaHajl. 300T pa3HUX CMETHH
KOje ce jaBibajy y BUIy mymoBa, y 20% ciydajeBa y mpoceky, 0 ce mpeHece kao 1 u o6pHyTO. [la
6u ce cmammiia MoryhHocT rpemke, O ce mpeHocu kao 000, a 1 ce mpenocu kao 111, nma ce Ha
MECTy MpHjemMa Jiekoaupa 1o npuHnminy Behuackux 3HakoBa (001 kao 0, 101 xao 1). Oxpeaumo
BepoBaTHONY HCIIPaBHOT MPEHOCA je/IHE HYyJIE.

Pememe: O3naunmo ca: A — gorahaj na je Hysna ucnpaBHO npeHeTa U A; — gorahaj ga je i—Ta

Hyla y HuU3y oJ Tpu uudpe ucrpaBHO npenera, rae 1< i < 3. Kako je 20% mnpenoca mnoie

npeHeto cineau 1a je P(A;) =P(A;) =P(A3) = % = % )

Jlorahaj A je ckym A = {A1A2Az, AjAyAs. AjArA; A1 ALA3) T je:

A1A>A3 — norahaj 1a cy cBe TpH HyJie y HU3Y HCIIPaBHO MIPEHETE,

A A)A3 — norahaj na je npBa HynIa HOrpENIHO PEHETA, A OCTajle HyJle Cy UCIIPABHO MpEHETe,
A1A,A; — norahaj na je apyra Hyna IOrPeLIHO IIPEHeTa, a 0CTajle Hylle Cy HCIPABHO HpEHETe,
A1AA; — norahaj na je Tpeha Hyna morpemHo IpeHeTa, a ocTane Hyjle Cy HCIIPAaBHO IIPEHETe.

Horahaju A;, A, u A; cy melhycoOno HeszaBucHu mna je P(AjA2Az) = P(A1)P(A2)P(A3) = o

125°

Amanorno je P(A1A2A3) = P(A)P(A)P(A3) = —= P(A1AA3) = P(ADP(A)P(As) = —,
A A 16 64 16 112
P(A1A2A3) = P(A))P(A)P(A3) = -mP(A)=—+3- —= .
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2.5. HacaehuBamwe KpBHUX rpyna

ABO cucrtem KpBHHX TpyIia OTKPUBEH j€ MOYETKOM JBaJIECETOT BeKa. Tana je yTBpheHo /1a cBaka

ocoba uma jenHy o 4yetupu kpBue rpyne A, B, AB unu O.

Cucrem je moa KOHTPOJIOM jeTHOT IeHa — HacJIeIHE jeIWHHUIE KOja MMa JBa OJ Tpu Moryha
ob6muka A, B u O. To 3Haum J1a MOCTOjH IIeCT pa3nuuTuX TUosa reHa: AA, AO, BB, BO, AB u
00. T'ean AA u AO oapelyjy A xpeHy rpyny, BB u BO oapelyjy B xpsay rpymny, AB oapehyje
AB kpBay rpyny, a OO oxpehyje nynry kpeay rpymy O. Ilpahemem 0BuUX KpBHUX Tpyma

cMamyje Ce pU3HUK Jla OpraHu3aM MNalujeHTa oa0anu JOHUPaHy KpPB.

IIpumep 19: Majka uma A, a otar B kpBay rpymy. Oapenutu Mmoryhe KpBHE rpyrie moToMaka u
BepoBaTHONY KUXOBOT jaBJbamba.

Pememe: Majka nMa A KpBHY IpyIly IITO 3Ha4M Ja je weH reH Tumna AA wm AO, a oueB BB
nnu BO. Heka cy ngorahaju: H; — majka uma ren tuna AA, a orang BB; H, — majka uma ren tuna
AA, a orart BO; Hs — majka nma ren tuma AO, a otary BB m Hs — majka uma ren tumna AO, a
orarr BO. Jlere nHacnehyje mo jeman oOJUK TeHa OJ1 CBAaKOT POJIUTEIhA ITa TAKO JETE MOXKE HMaTH

10 YeTHPH THIIA TeHa y cBakoM of norahaja Hy, H,, H3 u Hs o kojux Hexu Mory OUTH UCTH.

Majka oTan IeTe

4
{ﬂ P(AB[H)=>=1 P(A[H)=0
H, \_/BB AB, AB, AB, AB (ABJHy) = (AlHY)
P(B[H;)=0 P(O[H;)=0

— P(ABH;) =2 =- PAH)=-=-2
H, 24 BO AB, AO, AB, AO o2 oo
N P(B|H2) =0 P(O[H2)=0
e P(AB[H;)=-=> P(AlH:)=0

H; WE AB, AB, BO, BO .

PBH:)=,=- P(O/H3;)=0
1 1
e P(ABJH)) = P(AHy) =

Hy WO AB, AO, BO, 00 . ,
PBH)=;  POH)=1

Cnuxa 5. HacnehuBame KpBHUX Tpyma
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Kako cy cBa uwernpu ciyuaja H;, H,, H; u Hy paBHOmpaBHa, BepoBaTHOha cBakor oa muX je
1
P(H)) = P(Hz) = P(H3) = P(Hs) = —.

Heka je P(A) BepoBatHoha nma mere mma A kpBHY rpymy, P(B) BepoBarHoha ma nere mma B
KpBHY rpyny, P(AB) BepoBatHoha na nete uma AB xpBHY rpyny u P(O) BepoBaTHOha 1a nete
nMa O KpBHY Ipy1y.

Ha ocnoBy ¢opmyre notmyHe BepoBatHohe ciienn 1a je:

P(AB) = P(H,)P(AB[H,) + P(H,)P(AB|H>) + P(H3)P(AB[H;) + P(H4)P(AB|Ha)

P(AB):l.1+l.l+l.l+l
4 4 2 4 2 4
2 P(B) = 13—6 u P(O) = L OJIaKJIE C€ MOXE 3aKJbyYUTH Ja je

Amanorto Tome je P(A) = —, 16

HajBepoBaTHHje aa he nere nmatu AB kpBHY Tpymy.

2.6. HacaehuBame 0os1ecTu

[Tocmarpajmo cama Oomect cpmacta aHemHja (KpBHH mopeMehaj 4mja je OUIMKa Ja Cy
EpUTPOLIUTH Y OOJIHKY Cpra) Koja ce jaBjba KOJ appuiKuX CTAaHOBHUKA U ofpeheHa je obmuimma
reHa A u a. Cprnacrta aneMuja ce jaBjba KOJl OHMX a()pUUKMX CTAHOBHHMKA KOjU MMajy THUIIOBE
reHa AA u Aa, 10K CTAaHOBHHUIM KOjH UMajy THUII TeHa aa He 000JbeBajy oA oBe Oonectu. Ocobde
KOje MMajy CpIacTy aHeMHU]y U TUIl TeHa Aa MMajy JIaKIIKu 0O0JMK oBe 00JIECTH U OTIIOPHE Cy Ha

Maapujy. 3aTo KeIUMO J1a OJPEIUMO YUeCTaIOCT THUIOBA TeHa AA, Aa 1 aa y MOMyJIalujH.

Ako je momynandja AOBOJBHO BEJIMKA M HUCY NPUCYTHU (AKTOPU KOJU pEMETe TEeHETHUKY
pPaBHOTEXY MOITyJIAlKje, MOXEMO IPUMEUBATH Xapou — Bajubepeos npunyun xora cy OTKPHUIN
earneckn Matemarmyap Godfrey Harold Hardy m memaukm nexap Wilhelm Weinberg. OBaj

MIPHUHIIMII j€ BeOMa TOIyJIapaH y MOMyJIalMOHO] TeHETUIIH.

Ha ocnoBy Xapau — BajuOeproBor nmpuHIIHIIA, aKO 3HAMO YYECTAIOCT 00JIMKa reHa A U a KOju
Ce jaBJbajy KOJ POAMTEJbA, MOXKEMO M3PaYyHATH YUECTaJIOCT TUIIOBAa TeHa AA, Aa 1 aa Koju ce
jaBibajy kKoa moromaka. IIpermocraBuMo na je ydectanocT obimka reHa A jeqHaka p. Tana je
ydecTanocT 00JIMKa reHa a jenHaka = 1 — p. OmaBze je ydecTanocT Trma reHa AA jexHaka p’,

Tumna resa Aa2 - p - q, a TUNA reHa aa q2 Kao IITO je MPHUKa3aHO y Tabeln Ha CIUIH 6.
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(5

© @

AA Aa
P 2
F P-q
Aa aa
“ P-q ¢

Cnuxka 6. Xapau — Bajubepros npuHIun

IIpumep 20: Ako je 9% monynanuje y Agpunu poheHo ca TexxuM OOJMKOM CpriacTe aHeMH])e,
OJIpeIMMO KOJIMKH MPOIICHAT MOIyJIalNje je OTIIOPaH Ha MaJapujy U MMa JIAKIIN OOJIMK CPIacTe
aHeMuje.

Pememe: Ha ocroBy Xapmu — BajuGeproeor npuHupma Baxu aa je P(AA) = p° = 9% = 0.09
omakie cnemm qajep=03uqgq=1—p=1-0.3=0.7, ma je TpaskeHH MPOIICHAT TOITyJaIH]e
KOjU UMa JIaKIIH OOJIMK CpIiacTe aHEMHje M KOjU je OTIIOpaH Ha MaJlapHjy jeHaK:

P(Aa)=2-p-q=2-0.7-0.3 =042 = 42%.

BajecoBa ¢popmyna ce 4yecTo mpumemyje y MEJUIIIHM 3aTO IITO Cy JeKapuMa MO3HATH CUMITOMU
0ojecTu, a KaJia UM Ce MAIUjeHT MOKaIH, FlbUXOB 33aTakK je Ja Ha OCHOBY M3JIOKEHHX CUMITTOMA

oJipesie oj1 Koje O0JIeCTH MmamujeHT 00yje.

IIpumep 21: Ilpu oOpanu cumrnTomMa manujeHTa X CyMmba Ce Ha JIBe 0OJIECTH KOje Ce Y TOM

U] w
alnN

MECTY jaBJbajy ca BepoBaTHOhoMm — u - . Panu mpeumsupama oapehene aujarnose o0aBiba ce
npeTpara Ha ManujeHTy YUju Cy pe3ysITaTu MO3UTHBHA WM HEraTHBHA Peakiuja. Y ciydajy MnpBe

.. 9 1 .
6onectu BepoBaTHOha MO3UTHBHE peakidje je =5 & HETaTHBHE —, a y Clydajy npyre Oonectu

. 1
BEepOBaTHONE MO3UTHBHE M HETATUBHE PEaKIIUje Cy 1O 5 Pesynratu nBe He3aBUCHE MpeTpare Ha

nanujeHty X cy JABe HeratuBHe peaknuje. Hahu G6omect of koje mamujeHT BepoBaTHHje Ooyje.
Pememe: O3Haunmo ca: A — norahaj ga cy pe3yiTatu nperpare Haj ManyjeHTOM JBE HETaTUBHE
peaknwmje, H; — morahaj na je manmjert o6oieo ox npBe Oosrectu, H, — norahaj nga je mamujeHt

o0osieo o1 qpyre O0NIeCTH.
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. 3 2 1 1 1 1 1
Taga je P(Hy) =<, P(Hy) = 5, P(AH) = - —=—=nP(AHy) == --= .

Ha ocnoBy bajecoBe popmyie je:

P(H,) -P(A[H,)

PH A = — 5 100 =2y
(ELIA) P(Hy) -P(AIH)) + P(Hy) ‘P(AJHp) 2. —+2.2 53
P(H,) - P(A[H,) -2
P(H5A) = 2/ 2 = 24 =—00 aKJe CJeIu J1a j€ BEpOBaTHH]E
(LA = Sy Paaliy) + Py - PAI,) T TI s Al a Je Bep L

1a marujeHT 0oyje oa apyre 00IeCcTH.

2.7. Ilapaiokc o TPU 3aTBOPEHHUKA

Tpu 3aTBOpeHmKa cy obaBemTena na he jenan o \uX OWTH MYIITEH U3 3aTBOpPa, a Apyra /Ba he
outu 3aapxana. JenaH o HHX, 3aTBOPEHUK A, MOJIHM YyBapa J1a My Kaxe Koju he oJ mpeoctane
JIBOjHIIe OMTH 3aJpKaH HA Taj HaYMH mTO he My pehu nme 3aTBopenuka B ako he 3aTBopenuk C
outu mymTeH, ume 3arBopernka C ako he B Outu mymreH, u ume win 3aTBOpeHHKa B wmm
3arBopenuka C ako he on 6utu nmymren. UyBap My oaroBapa uMeHOM 3aTBopeHuKa B tBpaehu

Ja My TUME HE OoJaje BpeIHy MH(OpMAIH]y O HEeroBoj cynOMHH. 3aTBOpeHHK A je cpehan jep

o 1
cMmaTpa Ja My ce TUMe BepoBaTHoha /1a he OuTH myIITeH u3 3aTBopa Koja je Ouia 3 noseharna Ha

1. . . . . .
5 Jep je cama A jeman oj IBOjHIIC KOjH MOTY Ja Oyay MyImTeH! u3 3aTBopa. OIpeanmMo Ko je o1

UX JIBOJHIIC Y TIPABY.

‘edogolro I0801I2H HONEH

£ . . . .
H — e¥eHT2( edogles sH HALMAL HIHO W ¥HH2dogles oy er eyoriegodag af dal Agedu £ a[ deadpy
T = Lo .
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3ak/by4ak u AUCKYyCHja

Kao mto ce Moxe 3akJbyunTH, TeOpHrja BepoBaTHONE je CBOjOM HEM3MEPHO IHUPOKOM YIIOTpeOOM
3acimyxuina mecto Mehy Bogehum mucuummHaMa naHammune. CaMo M3ydyaBame OBE 00JIacTH
Kao 3aceOHe NUCIUIUIMHE 3aXTeBa MHOTO BpeMEHa W paja AeJIoM 300T HEeHHX MHOTOOPOJHHX

MPUMEHA, a JIeJIOM U 300T TEeNIKOT NMpoHaANIaXemha oJiroBapajyhe mureparype.

Pan ykasyje Ha Bemmke MOTYhHOCTH JajbeT UCTPAKUBAYKOT pajia Ha OBOM IOAPYY]Y, jep j€ OBO
rpaHa MareMaTtuke koja he ce y OyayhHocTH ca pa3BUTKOM TEXHOJIOTHj€ CBE BUIIE Pa3BUjaTH U

uMaTH cBe Behy MpakTHYHY MPUMEHY U y IPYTHM TUCIHUILTHHAMA.

3axBaJIHOCT

3axBasbyjeM ce cB0joj MeHTopku [opmanu hetkoBuh Ha momohm y omabGupy nutepaType u

MOAPUIIY IPUIIMKOM U3pajie paja.
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